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PENDULE MÉCANIQUE ENTRETENU

___________


CARACTÉRISATION DES PENDULES ENTRETENUS

____________________

I. GÉNÉRALITÉS :


Chacun des deux pendules est constitué d’une tige T usinée (méplats, filetages) de masse MT, d’un support de tige S de masse MS, d’un arceau A de masse MA, solidaire de la tige, d’un disque D de masse MD soutenu par un écrou e de masse me, ajustable sur la tige, et d’une masselotte de masse m réglable sur la tige. Chaque pendule oscille autour de son axe horizontal Oz de centre O. Par la suite nous ne parlerons que du pendule, les deux étant supposés identiques (ce que nous dirons pour l’un sera valable pour l’autre).

    Pendule sans la masselotte :

Masse totale : M0 = MS + MA + (MT+me)+ MD

Centre De Gravité (CDG) G0 tel que : OG0 = a


Moment d’inertie polaire :


JO = JOz(M0) = J0z(MS+MA+MT+me+MD) = M0.RG2
 
Position du CDG de la masse  M0 :
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    Masselotte :


Masse m


CDG en Gm tel que : OGm = 


Moment d’inertie polaire :


JOz(m) = m.² + JGmz(m) = m.rG2

    Pendule complet :


M = M0 + m  =>  CDG en GM


J = JOz(M0+m) = JOz(M) = M0.RG2 + m.rG2

II. EXPRESSION DE LA PÉRIODE RÉELLE T DU PENDULE :

La pulsation propre du pendule, pour une amplitude angulaire infiniment petite, est donnée par l’expression (voir annexe) :
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Donc :
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or :  m.rG² = m.² + JGmz(m)  ;  soit :
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Hypothèses de travail :

Le pendule considéré devra « battre la seconde » à Lyon et à Cayenne (GUYANE). L’intensité g de la pesanteur sur le géoïde terrestre (voir document « Champ de gravité terrestre ») est donnée par la relation suivante:






g = g0.(1 + 5,2789.10-3.sin² + 2,3295.10-5.sin4)






g0 = 9,780 326 7 m.s-2   ;    : latitude du lieu

(Expression récupérée sur Internet : G. BALMINO du Bureau Gravimétrique International de Toulouse).

Lyon       :  1 = 45°48’ N      =>      g1 = 9,806 9  m.s-2
Cayenne :  2 = 04°56’ N      =>      g2 = 9,780 7  m.s-2
La masselotte doit pouvoir permettre de régler la période du pendule à 2 s à Lyon ou à Cayenne pour une différence d’intensité de pesanteur g = g1 - g2 = 0,026 2 m.s-2. Cela implique que la masse de cette masselotte doit être très petite comparée à la masse M0 du pendule (m/M0 << 1). Si Lm est la longueur de la masselotte et Rm son rayon extérieur, on a :
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Elle sera négligée devant l’unité.


En définitive, nous pourrons écrire compte tenu de la petitesse de m devant M0 :

                                                                    
[image: image9.wmf]g.T²

0

4 ²

p

     

a + q.

       

R² + q.²

G

            

l

l

=


En réalité l’amplitude angulaire 0 sera petite mais non infiniment petite; la période réelle T sera alors donnée par (voir annexe) : 
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Donc :
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III. DÉTERMINATION DE RG et a :
Soit 1 la distance OGm de la masselotte pour Lyon et 2 la distance OGm de la masselotte pour Cayenne afin que la période du pendule soit T1 = T2 = T = 2 s.


Nous supposerons en outre que 0 = 4° = 0,069 813 rad.
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Les relations précédentes s’écriront donc, en se servant de l’équation (1) :


                               RG² + q.1²  = a.L1 + q.1.L1      (a)

                                           RG² + q. ² = a.L2 + q.2.L2       (b)

                (a) – (b)   =>  q.(1²- ²) = a.(L1 - L2) + q.(1.L1 - 2.L2) 
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                    (b).L1 – (a).L2   =>  RG².(L1 - L2) + q.(L1.2²- L2.²) = q. L1.L2 (2 - 1)
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En particulier on a :
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Calcul de LD : 


On a :             M0.RG² = JOz( MS+MA+M’T) + MD.(LD²+RD²/2)


Avec :            M’T =  MT + me


                                 M0.a = MS.LS + MA.LA + M’T.L’T + MD.LD

                                L’T est le centre d’inertie de l’ensemble tige+écrou


D’où
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L’équation du 2ème degré en LD est donc :
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On en déduit la valeur littérale de LD :
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puis celle de a par : 
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Montrons qu’il existe deux positions ’ et ’’ de la masselotte pour un lieu donné et une période donnée (gi et T connus et invariables).

En reprenant l’équation (1) on peut écrire :
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Les solutions, pour q  > 0, seront données par :
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En particulier on a :              ’ + ’’ = Li 

Pour Lyon, Li = L1 et pour Cayenne, Li = L2. Ces deux valeurs sont connues pour T et 0 fixés. Ayant le choix entre deux solutions possibles, nous choisirons celle qui aura la plus grande valeur, c’est à dire la solution donnée par :
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Etude de g(,T)  pour une amplitude angulaire 0 donnée :

Reprenons l’équation (1) :
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En prenant la dérivée seconde de g par rapport à , nous obtenons :
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Donc :
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Déterminons la valeur particulière 0 de  pour laquelle g(,T) passe par son minimum.
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IV. CARACTÉRISTIQUES CALCULÉES DES ÉLÉMENTS DU PENDULE  :
1 - Support S de la tige (en duralumin) et cage extérieure du roulement :




[image: image27.wmf]RS = 20 mm      -      LS = 19,9 mm

rS1 =  9 mm      -      lS1 =   4,5 mm

rS2 =11 mm      -      lS2 =   6,9 mm

rS3 =  9 mm      -      lS3 =   4,5 mm

duralumin  =>   = 2 800 kg.m

r

d

-3

rS4 =  6 mm      -      lS4 =   2,9 mm

2RS

r

S

1

r

S

2

r

S

3

r

S

4

L

S

1

L

S

2

L

S

3

L

S

4





On considérera que la partie filetée de la tige vissée dans le support fait partie de ce


dernier. On a : 



M’S = 0,057 8 kg    (support seul)



Mcage = 0,007 5 kg  (cage extérieure du roulement)



MS = M’S + Mcage = 0,065 3 kg  (ensemble)



LS =  0,000 7 m


JMS = 1,40.10-5 kg.m²

2 - Tige T du pendule (y compris l’écrou) :
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Cette tige, en acier inox de masse volumique i = 7 900 kg.m-3 et de rayon r = 4.99 mm, comporte une partie filetée et deux méplats. On a :



M’T = 0,696 0 kg



L’T =  0,590 1 m


JM’T = 0,320 3 kg.m²

3 - Arceau A du pendule :



Cet arceau est en acier.
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On a : 




MA = 0,444 1 kg



LA =  0,060 6 m



JMA = 0,004 1 kg.m²

4 - Disque D (en acier inox) ajustable sur la tige :
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On a :



MD = 1,063 1 kg



LD =  ? m  (à définir)
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mtrou = 2 r²i = 0,061 9 kg (matière enlevée)


La masse M0 du pendule sans la masselotte
aura donc pour valeur :



M0 = MS + M’T + MA + MD = 0,0653 + 0,6960 + 0,4441 + 1,0631 = 2,2685 kg
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5 - Calcul de la position LD du CDG du disque D :


Nous prendrons :


Amplitude angulaire maximale 0 = 4° = 0,069 813 rad

Période   : T1 =T2 = 2 s

Lyon       : Position de la masselotte   1 = 0,970 m      =>      L1 = 0,993 04 m


 
Cayenne : Position de la masselotte   2 = 0,830 m      =>      L2 = 0,990 39 m


L’écart  des positions des masselottes entre Lyon et Cayenne sera donné par 



                     = 1 - 2 = 140 mm

C’est un écart significatif montrant visuellement de manière incontestable que l’accélération de la pesanteur à Lyon est différente de celle à Cayenne.

En effet, modifier la position de la masselotte du pendule se trouvant à Cayenne, pour que ce pendule retrouve la période T = 2 s, revient à changer la longueur Léq du pendule simple répondant à la relation bien connue :
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Puisque la longueur Léq a changé c’est que l’accélération de la pesanteur g a changé entre Lyon et Cayenne, car T = cte.


D’après la relation (4) on aura :
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En outre, on a :
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RD²/2 = 0.05²/2 = 0,00125 m²



La relation (5) donne alors :
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6 - Calcul de la position a du CDG du pendule sans la masselotte:
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7 - Calcul du rayon de giration RG :



RG² = L.a = 0,99358 x 0,7027 = 0,69819 m² 
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8 - Calcul du rapport q = m/M0 :



De l’équation (2) nous tirons :
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Nous en déduisons la masse m de la masselotte :



                         m = q.M0 = 0,01681 x 2,2685 = 0,03813 kg

                                                                        
[image: image40.wmf]=>       m = 38,13 g


9 - Calcul des dimensions de la masselotte:



Nous prendrons à priori un rayon extérieur Rm tel que : Rm = 12 mm.



Comme m = .i.Lm.( Rm2 – r²), il vient : Lm = m/[.i.( Rm2 – r²)] ; soit :



Lm = 0,03807/[ x  x ( 0,0122 – 0,005²)] = 0,0129 m = 12,9 mm. Donc :



                           Rm = 12,0 mm   et   Lm = 12,9 mm

Montrons que la quantité  = Lm²/12² + (Rm ² + r²)/3² est négligeable devant l’unité.


                      = (12,9/830)²/12 + (12,9²+5²)/(830²x3) = 1,13.10-4

                             =>   = Lm²/12² + (Rm ² + r²)/3² << 1


Il s’en suit que l’on peut écrire :
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Cela justifie la simplification intervenant dans l’expression (1) donnant  la période réelle du pendule.


10 - Résumé :

D’après les caractéristiques mécaniques et dimensionnelles des différentes parties du pendule, les calculs théoriques donnent les résultats suivants :
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V. DONNÉES EXPÉRIMENTALES  :

Une fois les pendules finis, montés et calibrés les essais ont donné les résultat suivants à Lyon :



(*) : valeurs issues de l’expérience



M0 = 2,270 0 kg     (masse réelle du pendule sans la masselotte)



m   = 0,038 6 kg     (masse réelle de la masselotte)



q = m/M0 = 0,017 02



1  = 0,967 5 m (*)    =>    T1 = 2,000 00 s  (mesurée sur 2 700 périodes)



2  = 0,829 0 m (*)    =>    T2 = 1,997 33 s  (mesurée sur 4 100 périodes)



LD = 1,085 0 m (*)     ;      0 = 4° = 0,0698 13 rad (*)

Alors :
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L’équation (2) donne avec ces valeurs :
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               =>   a = 0,700 5 m   (position du centre d’inertie de la masse M0)

L’équation (3) conduit à : 
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Donc :                      RG2 = 0,696 1 m²      =>      RG = 0,834 3 m      

Puisque : OGT = L’T = M0.a – (MS.LS + MA.LA + MD.LD)/ M’T, il vient :

L’T = [2,2685x0,7006–(0,0653x0,0007+0,4441x0,0606+1,0631x1,085)]/0,696 = 0,5875 m

     =>      L’T = 0,587 5 m


Les mesures expérimentales amènent à écrire :
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VI. VÉRIFICATION DES PÉRIODES T1 et T2 :

En reprenant les valeurs expérimentales trouvées précédemment nous allons vérifier les périodes T1 et T2 obtenues respectivement à Lyon et Cayenne.

* Lyon :
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=> T1 = 2 s
* Cayenne :
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                                                           => T2 = 2 s
Nous obtenons bien les périodes recherchées (…à quelques µs près).

VI. PENDULES SIMPLES ÉQUIVALENTS :

La période T d’un pendule composé oscillant entre -0 et +0 en un lieu où l’accélération de la pesanteur est g sera donnée par :
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Considérons un pendule simple, de longueur Léq, effectuant des oscillations infiniment petites (oscillations isochrones). Sa période sera donnée par la relation simple suivante :
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Associons alors au pendule réel, un pendule simple de longueur Léq en oscillations infiniment petites telles que :
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On a donc, par définition :
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1 – Pendule simple équivalent à Lyon :



1 = 0,967 5 m



RG² = 0,696 05 m²



a = 0,700 5 m



0 = 0,0698 13 rad



q = 0,017 02

Alors :
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2 – Pendule simple équivalent à Cayenne :



2 = 0,829 0 m

(autres paramètres inchangés)
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La différence de longueurs entre ces deux pendules simples battant tous les deux la seconde est donné par : Léq = Léq1 - Léq2 = 2,66 mm entre Lyon et Cayenne.

Cette différence très petite, ne représentant que 0,2 % de la longueur d’un pendule, ne peut  être observée directement.

D’où l’intérêt des pendules mécaniques construits, avec leurs masselottes respectives coulissantes sur leurs tiges. L’écart de positions des masselottes représente ici 138 mm  soit environ 13% de la longueur d’un pendule. Le doute n’est plus permis !

VII. VARIATIONS T DE LA PÉRIODE :
1 - Etude de T = f(L) :

La période du pendule est donnée par la relation générale : 
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En prenant le logarithme népérien des deux membres (avec g, 0, q et = cte) il vient :
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Or :            J0  = M0.R2G  = (J0i)M0-MD + MD.(L2D + R2D/2)      (RD = cte)
De même : M0.a  = (Mi.Li)M0-MD + MD.LD 

Les seules variables à considérer ici sont la période T et la position LD du centre d’inertie du disque D de masse MD et  de rayon RD. Donc : 
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Soit :     
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En passant aux variations finies, T et L, sachant que RG2 >> q .2 et a >> q., nous obtenons :
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Pour Lyon ou Cayenne :
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Donc :                              
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2 - Etude de T = f() :

Les seules variables à considérer ici sont la période T et la position  de la masselotte sur la tige du pendule. Donc :
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En passant aux variations finies, T et , avec RG2 >> q .2 et a >> q., nous obtenons :                     
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Pour Lyon :          
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         T1(s) = 0,023 (m)      =>     T1(ms) = 0,023 (mm)

Donc :                               
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Pour Cayenne :
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Soit :                                
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VIII.
ENTRETIEN DES OSCILLATIONS DU PENDULE MÉCANIQUE :

Nous ne pouvons en aucune manière nous affranchir totalement des pertes énergétiques causées par le frottement de l’air et celui du roulement à billes. Le mouvement du pendule sera inéluctablement amorti. Il est donc nécessaire d’entretenir le mouvement oscillatoire par un moyen approprié. L’équation d’un pendule mécanique en oscillations libres amorties est donnée par l’expression (voir annexe) :


                            
         
[image: image68.wmf]s.C

J.

fs

0

w

2

-

t

t


Les frottements étant supposés très faibles, nous aurons, avec une grande précision, : c = 0.


Une impulsion « instantanée » donnée au pendule à l’instant t = t0, lui fournit de l’énergie cinétique, mais (t0) reste inchangé.

L’impulsion sera donnée, pour chaque demi-période dans le sens du mouvement, aux temps t0 tels que 0.t0 +  = (2k+1) =>  (t0) = s.Cfs/J.02 avec s = +/-1 et  s.t’< 0. Bien entendu (t0) est très petit en valeur absolu, voire nul si Cfs = 0.

Avant l’impulsion, l’équation du mouvement pendulaire est :
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Après l’impulsion, l’équation devient :
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Or nous devons avoir  avant(t0) = après(t0) = s.Cfs/J.02, donc :


                                             cos(0.t0 + +) = 0      =>      + = 
Après l’impulsion, la phase  reste inchangée et seule l’amplitude A subit un accroissement compensant les pertes énergétiques par frottement. Il en découle que la période du mouvement séparant deux passages consécutifs dans le même sens à (t0) est T0 = 2/0, indépendante de l’intensité de l’impulsion instantanée.

IX.
DÉTERMINATION DU COUPLE MOTEUR Cm POUR L’ENTRETIEN DES   OSCILLATIONS :

Pour entretenir les oscillations mécaniques du pendule, nous allons appliquer un couple moteur moyen Cm entre les positions angulaires - et + ( = 9’).

Bilan énergétique :

· Couple de frottement solide moyen Cfs :
Il s’exerce constamment dès lors que le pendule est en mouvement, c’est à dire pour   variant de -0 à +0. Pour une demi-période, l’énergie Efs absorbée par ce frottement est : 



                                   Efs = 20.Cfs       (Cfs = couple moyen constant)

· Couple de frottement visqueux Cfv :
Ce couple est donné par Cfv = .(d/dt). L’énergie élémentaire dEfv dissipée lorsque  augmente de d est :

                                     dEfv= .(d/dt).d = .(d/dt)2.dt

Pour calculer Efv il faut connaître l’équation du mouvement. En considérant le mouvement oscillatoire entretenu, ce dernier répondra en première approximation (car  << 0 = 4°) à l’équation  (t) = -0.cos(0.t).

Alors :                  d/dt = 0.0.sin(0.t)      =>      dEfv = .02.02.sin2(0.t).dt     

Soit encore :         dEfv = 1/2.02.02.[1-cos(20.t)].dt    

En intégrant sur une demi-période, il vient :
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Or :                      T0 = 2/0  et   = 2J/
Donc : 
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Finalement, nous obtenons :

                                                             Efv = .(J.0 .02)/
· Couple moteur moyen Cm :

L’énergie apportée par ce couple moyen s’exerçant entre les angles - et + est : 

                                               Em = 2.Cm       

En régime établi nous devons avoir égalité parfaite entre énergie apportée et énergie dissipée. Donc :



                    Em = Efs + Efv      =>      2.Cm = 20.Cfs  +  .(J.0 .02)/ 


Finalement, le couple moteur moyen Cm à appliquer au pendule pour entretenir son mouvement est donné par :

                                                        
[image: image73.wmf]C =       C +

mfs

q

b

0

p

2

J..

wq

t

00


X. DURÉE DU COUPLE MOTEUR Cm PAR DEMI-PÉRIODE :

Le mouvement étant entretenu, nous avons en première approximation (t) = -0.cos(0.t). La vitesse angulaire sera : d/dt = 0.0.sin(0.t). Nous pourrons considérer que la vitesse angulaire moyenne entre les angles - et + (très petits) sera celle obtenue pour 0.t’ = (2k+1)/2 = 0). Donc :

                                                                         
[image: image74.wmf]qwq

(t=t’) = .

00


La durée t du couple moteur (impulsion) sera alors simplement donnée par :
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Valeur numérique :


                      = 0,002 62 rad    -    0 =  rad.s-1    -    0 = 4° = 0,069 81 rad     

Alors :
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La durée de l’« impulsion » est donc :


                                                      
[image: image77.wmf]=>      t = 23 ms  

D

impulsion



[image: image78.wmf]Nous constatons donc que :        t = 2%

D

impulsion

T

2

(T = 2 s)


XI. 
INFLUENCE DE PARAMETRES EXTÉRIEURS SUR LA PÉRIODE T :

1 – Variation de température :

Pour le pendule considéré, avec les mêmes notations qu’au paragraphe II, nous aurons :
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En posant  J = M.RG2, nous obtenons :
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Soit, en prenant le logarithme népérien des deux membres :
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La différentielle de cette relation s’écrit, en considérant g comme constant :
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Soit i la température ambiante initiale, exprimée en °C (ou K), lors du réglage du pendule pour qu’il oscille avec une période T = 2 s.

Par ailleurs, nous savons que toute longueur de référence L0 du pendule à la température uniforme 0 °C, deviendra Li à la température ambiante i conformément à la relation :

Li = L0.(1 + .i)     avec    : coefficient de dilatation linéaire de la matière considérée de ce pendule, exprimé en K-1 (ou °C-1).

Supposons alors que le pendule soit stocké dans une salle où la température ambiante est .

La longueur de référence L sera donnée, dans ces conditions, par   L = L0.(1 + .).

La variation de longueur L de cette longueur de référence sera telle que :

                                       L = L – Li = L0..( -i).

Le coefficient  étant toujours très petit, nous pourrons, dans la relation ci-dessus, remplacer L0 par Li (à 2 près). Donc, nous obtenons :

                                                                                       L/Li = .( -i). 

Il s’en suit immédiatement que :
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D’où :



             
[image: image84.wmf]D

T

T

D

R

G

R

G

D

a

2a

aFF

.( - )

2

i

aFF

.( - )

2

i


La variation T/2 de la demi période, consécutif à la variation de température  pour un lieu géograhique donné (g = cte), sera alors donnée par la relation :
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Application numérique :


Tige du pendule en acier      =>     = 1,6.10-5 K-1

Période du pendule Ti = 2 s  (à la température i)


i = 25 °C    et     = 40 °C    =>     - i = 15 °C = 15 K
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Dans ces conditions de variation de température, la durée T/2 d’une demi période vaudra :
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Ce pendule, qui initialement « battait » la seconde,  retarderait d’environ 10 s par jour.

2 – Variation de la pression atmosphérique :

Soit M la masse réelle du pendule complet, et a la distance du centre d’inertie G de cette masse M au centre de rotation O : a = OG.

Le poids apparent Papp (prise en compte de la poussée d’Archimède) de la masse M est donné par la relation :


Papp = M.g – air.VM.g = M.g.(1-air/)

avec
VM : volume de la masse M (volume d’air déplacé)


air : masse volumique de l’air ambiant


 : masse volumique moyenne du pendule

Alors, en posant g* = g.(1-air/), le moment de la résultante des forces de pesanteur s’exerçant sur le pendule au point G sera tel que (voir annexe) :
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Les moments résultants des forces de frottement restent inchangés :
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L’équation du mouvement s’écrit donc :
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Tous les calculs découlant de cette équation différentielle restent valables à conditions de remplacer 02 par 0*2, c’est à dire remplacer g par g*= g.(1-air/) < g.

Détermination de la période T* :

En considérant l’air comme un gaz parfait (températures  usuelles), nous aurons :


               p/air = r.      =>      air = p/(r.) = air(p,)
Pour une température constante , soit k la variation relative de la pression atmosphérique passant de p1 à p2    =>    (2/1)air = p2/p1 = 1 + k.

Nous noterons T* la période réelle du pendule compte-tenu de la poussée d’Archimède et T la période réelle sans poussée d’Archimède. Alors :

*2 =  2.(1 - air/)      =>      42/T*2 = 42/T2.(1 -air/).

Soit encore : 
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D’où :
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En faisant le rapport des périodes, il vient :
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La masse volumique moyenne  du pendule étant très grande vis à vis de la masse volumique de l’air ( >> 1), nous pourrons écrire en première approximation :
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Donc :
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Finalement, la variation T* de période sera donnée par la relation approchée suivante :
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Application numérique :


période T1* = 2 s  (à la pression atmosphérique p1)

température de l’air  = 20 °C = Cte

pendule en acier  =>   = 7 850 kg.m-3

air à 20 °C  =>  air = 1,21 kg.m-3

augmentation relative de pression  =>  k = 10% = 0,1,


ici, la différence  p = p2-p1  est très importante

                                
[image: image99.wmf]1,21

7850

D

T=       x 2 x           = 15.10 s = 15 µs  

* -6

0,1

2


La durée T* de la nouvelle période sera donc supérieure à la période initiale  T = 2 s.

Nous aurons donc :                   T* = 2.000 015 s
Le pendule prendra donc du retard par rapport à son fonctionnement dans les conditions initiales.

Sur une journée (86 400 s) le retard T1j sera d’environ 0,7 s , ce qui est très faible. 

T1j = 0,7 s/j

Autrement dit, ce paramètre extérieur (la pression) n’intervient quasiment pas sur la durée de la période.

ANNEXE

MISE EN ÉQUATION DU PENDULE MÉCANIQUE COMPOSÉ :
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L’équation du mouvement oscillatoire amorti s’écrit donc, en projetant sur l’axe Oz :
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Oscillations libres non amorties :

Nous supposerons que les couples de frottement sont nuls : Cfv = 0 et Cfs = 0 :

Alors l’équation (1) devient :
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Première intégration :
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Conditions initiales :
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Il vient finalement, avec les conditions initiales définies ci-dessus :
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Posons sin(/2) = p.sin     avec     p = sin(0/2)
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L'équation (3) s'écrit donc :
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Alors :
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D’où :
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En faisant un développement limité du premier terme de l’équation, il vient :                               
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Nous obtenons ainsi :
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En intégrant pour t variant de 0 à T/4 (T : période du mouvement), nous obtenons :
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Après simplifications nous avons :
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En se limitant au 4ème ordre en p, c’est à dire en sin4(0/2), nous pouvons écrire :
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Pour 0 suffisamment petit, ce qui sera le cas pour nous, nous confondrons le sinus et son angle exprimé en radian. Donc :
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T : période réelle du pendule pour une amplitude angulaire égale à 0 (0 < 10 °)

T0 : période théorique du pendule pour une amplitude angulaire infiniment petite
Oscillations libres amorties pour 0 petit :

Nous pourrons écrire, dans ce cas, sin =   (au 3ème ordre près en ). L’équation (1) précédente devient donc :
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La solution générale de cette équation différentielle du 2ème ordre à coefficients constants est donnée par :


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avec :
Cfs = Couple de frottement solide dû au roulement 
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J = Moment d’inertie du pendule complet / Oz


0 = (Mga/J)1/2 = pulsation propre du pendule


 =2J/ = constante de temps du pendule  (en général >> 1)

            c = 0.(1-1/²0²)1/2 = 2/Tc = pulsation caractéristique du pendule 


 = coefficient de frottement fluide  (en général << 1)

A et  étant deux constantes à déterminer par les conditions initiales du problème.

Dans notre cas : [t=0 = 0 > 0    et    (d/dt)t=0 = 0]; nous obtenons facilement les valeurs suivantes :

tan  = -1/c   et   A = 0.(1+1/²c²)1/2. Si 1/  0, alors c = 0 (Tc = T0)  et  A = 0.

Les maxima ou minima de , notés k, seront donnés pour t = tk = k.Tc/2 ;  k = {0,1,2,3,..}

Ils vérifient la relation suivante (si >> 1  =>  Tc = T0) :
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avec  (t=0) = 0 > 0    ;   maxima pour k pair    ;    minima pour k impair
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